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Resumen 

Segun diver SOS autores, un angulo es un objeto geometrico formado en una super- 
ficie plana por una recta £ y otra recta £' que la intersecta en algiin punto A. Si sobre 
tal superficie se trazan los ejes ortogonales X,Y, de modo que X coincida con ^ y el 
origen este situado en ^4, se puede identificar el angulo ZA con el punto de interseccion 
entre la recta £' y la circunferencia de centre A y radio 1, lo que permite definir el seno 
de como la ordenada del punto con que este angulo se identifica. Sin embargo, 
esta definicion solo da significado al seno del objeto geometrico Z^d, pero no al seno 
de un mimero real. 

La deficiencia anterior se resuelve si a cada punto P de la circunferencia unitaria 
se le asigna la longitud ^{P) del arco que va de (1,0) a P, pues de este modo la expre- 
sion sen(x) puede definirse como la ordenada del punto Esto es intuitivamente 

adecuado, pero da pie a algunas interrogantes: 

1. ^Que entendemos por longitud de un arco de circunferencia? 

Para simplificar ideas consideraremos la porcion de la circunferencia unitaria que re- 
posa en el primer cuadrante, y le llamaremos C. En la primera parte de este trabajo 
construiremos una sucesion de poligonales adecuadas para aproximar un arco AB de 
C. Probaremos que la sucesion de las longitudes de estas poligonales es convergente, y 
definiremos la longitud de AB como su Ifmite. Hemos dicho que las poligonales deben 
ser adecuadas porque de otro modo obtendrfamos resultados no deseados. Por ejemplo, 
si se construye una sucesion con poligonales escalonadas como la de la Eigura[^ la 
sucesion de longitudes serfa constante e igual a la longitud de una poligonal formada 
por un linico escalon, lo cual obviamente echa por la borda el proposito de aproximar 
el arco AB. 

Adicionalmente, definiremos el area del sector circular determinado por Ay B^y mos- 
traremos que esta guarda una relacion de 1 : 2 con la longitud de AB. Esta relacion 
sera nuestra principal herramienta para responder la siguiente pregunta. 

2. ^Es if una biyeccion entre C y [0, |]? 

Si queremos que la definicion de sen(x) que dimos arriba tenga sentido para cada 
X G [0, |], es necesario responder lo siguiente: ^Es cierto que para cada x existe un 
punto P G C tal que ^{P) = xl ^es unico este P? Si en lugar de un arco de cir¬ 
cunferencia pensamos en la recta real, la primera propiedad se verifica de inmediato 
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Figura 1: Una poligonal inapropiada. 


gracias al axioma del supremo, sin embargo no tenemos un “axioma del supremo cir¬ 
cular” (jtampoco queremos definir un nuevo axioma para cada curva que podamos 
imaginar!). Para resolver esto asignaremos, a cada y tal que 0 < ^ < 1, la longitud 
del arco que va de (1,0) al punto en C que tiene ordenada y (esto corresponde, de 
hectio, a la definicion de arcsen(^)). Probaremos que esta correspondencia es continua 
y monotona, y aplicaremos el teorema del valor intermedio (su enunciado y demos- 
tracion pueden encontrarse, por ejemplo, en [TJ Teo. 5.2.1, p. 177]) para concluir que 
es una biyeccion, lo que significara que cp tambien lo es. Esto permitira definir sen(x) 
para cada x G [0, sin ambigiiedad como la ordenada del unico punto P ^ C que 
satisface (-piP) = x. 

3. ^Que sucede con la longitud de un arco de circunferencia si se usa otra sucesion de 
poligonales para definirla? 

La respuesta a la primera pregunta entrega esencialmente un ejemplo de integracion. 
Desde este punto de vista, y considerando que nuestra demostracion de la continuidad 
de (p depende de la relacion de proporcionalidad probada en la primera parte, y por lo 
tanto tambien de la definicion de la longitud de AB, resulta vital preguntarse que ocu- 
rre si se elige una sucesion de poligonales diferente para definir la longitud de AB. 
En la tercera parte de este trabajo probaremos que si se elige cualquier sucesion de 
poligonales que cumpla una determinada condicion, entonces el Ifmite de la sucesion 
de longitudes asociada corresponde exactamente a la longitud definida en la primera 
parte. 


1. Longitud de arco y area de un sector circular 

Sea C el cuarto de circunferencia descrito en el resumen. Dados A^B ^ C nos pro- 
ponemos dos cosas: definir la longitud del arco AB y definir el area del sector circular 
determinado por este arco, que denotaremos por S{A^B). Para construir nuestras defini- 
ciones a partir de objetos mas sencillos, como lo son los segment os rectos y los poligonos, 
describiremos el arco a partir de poligonales y el sector circular a partir de poligonos. 
En la Figura [^se muestran una poligonal y un poligono aproximando a AB y S{A^B)^ 
respect ivamente. 
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Figura 2: Aproximacion por poligonales y poligonos. 

1.1. Desarrollo de algunas herramientas 

Dado el rol que juega el teorema del valor intermedio (TVI) en este trabajo comenza- 
remos por enunciarlo. 

Teorema 1. (m Teo. 5.2.1, p. 177]) Si f : [a,6] ^ M es continua y f{a) ^ f{b) entonces 
dado cualquier numero y entre f{a) y f{b) existe x G (a, 6) tal que f{x) = y. 

Lema 1. Dados dos puntos A,B en C, existe un punto intermedio P ^ C tal que \AP\ = 
\PB\ < Lci eireunfereneia C queda por debajo de la reeta que pasa por P y es per- 

pendieular a OP, donde O — (0,0). 

Demostraeion. Todo punto en C satisface su ecuacion, a saber x‘^ + y‘^ = 1. Esto permite 
escribir A = (^1 — yf, yi), B = (^1 — y^, 2 / 2 ) para algunos yi,y 2 G (0,1) fijosj^Para cada 
y G (0,1) consideremos el punto Py — (y^l — y) ^ C y definamos la funcion 


h{y) := \APy\- \PyB\ 



Esta funcion es continua en (0,1) por obtenerse como suma, multiplicacion y composicion 
de funciones continuas en los dominios correspondientes. Ademas h{yi) = 0 — \AB\ = 
— {\AB\ — 0) = —h{y 2 )- Por el teorema del valor intermedio debe haber algiin y entre yi e 
y 2 tal que h{y) — 0; para este y se verifica 

\APy\ - \PyB\ = 0 \APy\ = \PyB\. 

Para ver que \AP\ < consideremos la Figura donde P es tal que \AP\ = \PB\. 
Aqui \OA\ — \OB\ (ambos segmentos son radios) y el trazo OP es compartido por los 
triangulos AO PA y AOPB, de modo que ambos deben ser congruentes por el criterio lado- 
lado-lado, dado lo cual se tiene ZAPQ = ZBPQ. Como el segmento PQ es compartido 
por los triangulos AQPA y AQPB, por el criterio lado-angulo-lado podemos decir que 
estos liltimos son congruentes, luego \AQ\ = y ZAQP = ZBQP, por lo tanto 

TT = ZAQP + ZBQP = 2ZAQP ^ ZAQP = 
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Figura 3: Punto “medio” entre A y B. 


Asi, aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo AAQP y notando que \OQ\ + \QP\ = 1 
vemos que 

\AP\^ = \AQ\^ + |QP|2 = \AQ\^ + (1 - \OQy = \AQf + \OQ\^ + 1 - 2\OQ\. 

Aplicando ahora el teorema de Pitagoras sobre AOQA y recordando que OA es radio de 
la circunferencia, obtenemos 

\AQ\^ + |0Q|2 + 1 - 2\OQ\ = 1 + 1 - 2\OQ\ = 2(1 - \OQ\) = ~ 

<2{l-\OQf) = 2\AQ\\ 

Como vimos antes, \AQ\ = por lo tanto hemos concluido que 

\AP\^ < 2\AQ\^ = 2 • ^ \AP\ < V2 • 

Para probar la ultima afirmacion del lema, sea I una recta pasando por P, perpendicular 
a OP (Figura [^. Esta recta divide el piano cartesiano en dos regiones Ri y i ?2 disjuntas 
como se muestra mas abajo, donde / C i?i. Si X es cualquier punto en P 25 entonces hay 
dos opciones: X esta en la recta obtenida al prolongar OP] X no esta en tal recta. En el 
primer caso, vemos que \OX\ > \OP\ = 1, luego X ^ C. En el otro caso consideramos OX 
y trazamos el segmento YX paralelo a /, con Y en la recta determinada por el segmento 
OP. Por el teorema de Pitagoras tendremos que 

\ox\ = y|oy|2 + |yx|2 > yi + jyxp > 1, 

lo que indica que X ^ C. Asi, si algiin punto X' esta en C necesariamente debe tenerse 
que X' G i?i. 

□ 

Mas adelante, en el proceso de definir las magnitudes mencionadas al comienzo, ob- 
tendremos colecciones finitas de puntos {Pi}2=o en C y prestaremos atencion a dos ti- 
pos de objetos asociados a cada una de ellas: una poligonal descrita por los puntos 
A = Pq^ Pi^... ^ Pn = P, y una coleccion de triangulos APi^iOPi disjuntos, como se 
muestra en la Figura 


^La existencia de raices cuadradas puede justificarse aplicando el TVI a la funcion f(x) = 
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Figura 4: La circunferencia queda por debajo de la recta tangente. 


O 



Figura 5: Una poligonal (en rojo) y los triangulos correspondientes. 


El siguiente lema permitira probar que mientras mas fina sea la coleccion {Pi} elegida 
mayor sera el parecido entre las alturas en O de los triangulos APi-iOPi y el radio de 
la circunferencia, y por lo tanto mayor sera el parecido entre los poligonos, uno interior y 
otro exterior, que se originen a partir de {Pi}. Como veremos en la sub-seccion 1.2, esta 
condicion sera de vital importancia. 

Lema 2. Dados Qi,Q2 sobre C entre A y B, se tiene que \QiQ 2 \ ^ l^^l* 

Demostraeion. Dados Py^Py' G C, diremos que Py > Pyf si sus ordenadas y^y' son tales 
que y > y'. Supongamos sin perdida de generalidad que A > Qi > Q 2 > B. Escribamos 

entonces A = (y'l - yl,ya), Qi = (^1 - Q 2 = (^1 - B = {\Jl ~ yhy^)^ 

para ya > Vi > y2 > Vb- Mostraremos que \QiQ 2 \ < viendo primero que \QiQ 2 \ ^ 

\AQ 2 \ y luego que \AQ 2 \ < \AB\. Para lo primero calculemos \QiQ 2 \‘^ y probemos que 

IQ1Q2P < \AQ 2 \^: 

\Q1Q2f = ~yi~ A ~ +(yi“^2)^< A +{ya-y 2 f- {*) 

Por otra parte 

i>ya>yi>0^0< yi < A~yl ^ 0 > > -\/i - 2/1 

^ \/l -2/2 - -?/a > \/l -?/2 - ^/l -2/1- 
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Ademas — yl-V^ - 2/1 > 0 porque 2/2 < 2/i, luego 



De esto y (*) se sigue que 

|Qi<32p < +{ya-y2f 

- (a “^2 - Vl -ya) + (ya -y2)^ = |^Q2|^, 

dado lo cual resulta claro que \QiQ 2 \ < |A( 52 |- 

Hemos probado en general que si A > C > B son ties puntos sobre C entonces \CB\ < 
\AB\ y |^C| < |AS|. Aplicando este resultado sobre A, Q 2 y S, podemos afirmar que 
\AQ 2 \ < I AS I, lo que permit e concluir lo requerido: \QiQ 2 \ < |^Q2| < l^^l- D 


A 



Figura 6: \QiQ 2 \ < |AS|. 

Una vez que hayamos definido la longitud de AB y el area de 5(A, S), el contenido de 
la siguiente proposicion permitira, entre otras cosas, probar la relacion de proporcionalidad 
que existe entre estas dos magnitudes. 

Proposicion 1. ■ Sean A = Pq > Pi > P 2 >•••> Pn = B puntos en C (usando la 

noeion de orden fijada en la demostraeion del Lema 2). 

■ Sean A' y B' los puntos ohtenidos al interseetar la reeta tangente a C en P (siendo 
P el punto del Lema 1) eon las reetas OA y OB, respeetivamente. 

■ Para i G {1,..., n} sea Ti el tridngulo APi^iOPi, y sea Text e/ tridngulo AA'OB'. 

Si hi es la altura en O de Ti y ii — para 1 < i < n, U es la 

altura en O de AAOB, entonees 


^( 0 ) < 


n 

E 

i=l 


h < 


2drea{[jTi) 2drea{Text 


mm hi 

l<i<n 


< 




mm hi 

l<i<n 


/l(0) mm hi 

l<i<n 


Demostraeion. Primera desigualdad. Cuando n = 2 la desigualdad vale por desigualdad 
triangular: 


£(0) = \AB\ = \AP 2 \ < \APi\ + IP 1 P 2 I = 4+^2- 
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Figura 7: Elementos de la Proposicion 1. 


Adoptemos ahora la hipotesis de que la desigualdad vale para algiin n natural , es decir, 
supongamos que para cualquier coleccion de n puntos Pi ^ C tales que A > Pi > • • • > 
Pn — Bse tiene ^ considereuios n+1 puntos en C entre Ay B] denoteuioslos 

por Qi, (52, • • •, Qn+i- Considereuios uno de los puntos no extreuios, digauios, el punto 
Qn^ ubicado entre Qn-i y Qn+i- La desigualdad triangular asegura que \Qn-iQn+i\ < 
\Qn-lQn\ + \QnQn^l\, COU lo CUal 

n+1 

— I^Qll + \QiQ2\ + • • • + \Qn-lQn\ + \QnQn^l\ 

1=1 

> |A(5l| + \QiQ2\ + • • • + \Qn-lQn^l\' 

Los n puntos (5i, (52, • • •, (5n-i, Qn+i estan en C entre A y P, por lo tanto podeuios usar 
nuestra hipotesis para afiruiar que 

|A(5l| + \QiQ2\ + • • • + \Qn-lQn^l \ ^ 

lo que iuiplica que Ym=i principio de induccion se sigue que la desigualdad 

vale para todo n natural. 


Segunda desigualdad. Sea Ti el triangulo A(9P^_iP^, donde Pq representa a A. Sean 
adeuias hi la altura en O del triangulo Ti y ii la longitud de la base P^_iP^. Teneuios 
entonces 

hit 


area(r^) = AA ^ 2area(r^) = hi£i > ( mm h 


\l<j<n 


h < 


2area(ri) ^ ^ ^ 2aiea{Ti) 

^ ^ / .£i — / . ^ r 

mm hi mm hi 


mm h^ 

l<j<n 


n 2 

y2 area(Tj) = —^——area (M 7 i) , 
mm hn / 


donde la ultima igualdad se justifica con el hecho de que los Ti son disjuntos. 


Tercera desigualdad. Todos los Ti estan contenidos en el sector circular S{A^B)^ el 
cual a su vez esta contenido en T^xt segiin la ultima parte del Lema 1. De aqui necesaria- 
mente 


area 




2area (U^^) 
mm hi 

l<i<n 


^ 2area(Pea;f;) 
~ mm hi 

l<i<n 
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mm hi /i(o) mm hi 




sobre los triangulos AAOB y AA'OB': 



( 1 ) 


Como OP es radio y A'B' es tangente a C, ambos segmentos deben ser perpendiculares, 
gracias a lo cual podemos tomar OP como altura de Text y asi calcular su area usando la 
ecuacion 0 y el hecho de que \OP\ = 1: 



\A'B'\ • \OP\ \A'B'\ £(0) ^ 2area(re^t) 2 • £(o) 



1.2. Definicion de AB a partir de poligonales 

Para definir con precision la longitud del arco AB, necesitamos tomar una decision 
respecto de la naturaleza que queremos asignarle (tal como tendremos que hacerlo mas 
adelante al definir el area de S{A^B)). Siguiendo nuestra intuicion, describiremos AB a 
partir de una sucesion de poligonales. Este procedimiento entrega la materia prima que 
usaremos tambien en la seccion siguiente para construir poligonos adecuados al proposito 
de definir el area del sector circular S{A^B). 

Dados A^B ^ sea := \AB\ y sea la altura en O del triangulo AAOB (co¬ 
mo en la Proposicion 1). Sea P un punto en C tal que |AP| = \PB\ < (afirmamos que 
P existe y verifica esta desigualdad gracias al Lema 1). La poligonal formada al dibujar los 
trazos AP y PB consiste de dos segmentos de longitud := |AP| < y tiene una 

longitud total igual a Li Tomando ahora puntos R^S ^ C tales que \ AR\ — \RP\ y 

\PS\ = \SB\^ y dibujando nuevamente trazos rectos entre puntos consecutivos, obtenemos 
una nueva poligonal formada por cuatro segmentos de longitud := \AR\ < 

y longitud total igual a L 2 := Procediendo inductivamente, en la m-esima iteracion 
de este proceso contamos con una coleccion de puntos {A = Pq? Bi, P 2 , • • •, P 2 m — B},y 
con ello una poligonal formada por 2'^ segmentos de longitud verificando 

y longitud total igual a Lm ~ Obtenemos ademas 2'^ triangulos Ti = APi-iOPi 

congruentes y disjuntos entre sf; llamemos h^'^^ a la altura en O de cualquiera de ellos. 

Naturalmente, nos interesamos en las poligonales formadas porque constituyen una vfa 
razonable de acercamiento a la naturaleza del arco AB: decidimos que la longitud de arco 
de AB, de ser definida, debe corresponder a una magnitud mtimamente relacionada a la 
sucesion de longitudes {Lm}men descrita arriba. Cabe notar ademas que estamos tomando 
como punto de partida la siguiente afirmacion: “la longitud de una poligonal es igual a la 
suma de las longitudes de los segmentos rectos que la forman”. 


Proposicion 2. La sucesion de longitudes {L^} ya descrita es creciente y acotada supe- 
riormente. 













Demostracion. Sea m G N arbitrario. En la m-esima iteracion tenemos 2^ segmentos de 
longitud y la misma cantidad de triangulos congmentes, con altura en O igual a 
En terminos de la Proposicion 1, podemos observar que — £2 = • • • = ^ 2 ^ = y que 
/ii = /i 2 = ... = h 2 m = h^'^\ Esta ultima nos dice que 


i=l 


£( 0 ) 


/ 2 ,(o) mm hi ’ 
l<i<2^ 


lo cual implica, por la observacion que acabamos de hacer, que 


2m£(m) ^ 


£(0) 




( 2 ) 


Por una parte, el miembro de la izquierda corresponde a y por otra, el de la 


derecha es menor que 


(/l(0))' 


r. En efecto, el Lema 2 asegura que de mode 


que 






£{m) 


Ahora, al aplicar el Teorema de Pitagoras sobre los 


triangulos de la Figura|^nos damos cuenta de que la desigualdad anterior dice precisamente 
que < h^'^\ lo que confirma lo que afirmamos arriba, a saber, 


£( 0 ) £( 0 ) 




Figura 8: 


2 /£(0)V 

+ - =1 y 




= 1. 


Al recopilar todo esto en la relacion © concluimos finalmente que 


L/jn ^ 


(/r(0))' 


r, Vm e N, 


( 3 ) 




lo que prueba que ^ 6® una cota superior de {Am}- 
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El hecho de que {Lm} es creciente se sigue de la Proposicion 1. Tomando en el 
lugar de , y observando que la poligonal m + 1-esima se obtiene tomando un punto 
medio entre cada par de puntos consecutivos de la poligonal m-esima, podemos notar lo 
siguiente: sobre cada segmento de longitud del paso m aparecen dos segmentos de 
longitud en el paso m + 1. Asi, la primera desigualdad de la Proposicion 1 dice que 


2 

^(m) ^ y^^(m+l)^ 
i=l 

de donde se desprende (sumando a ambos lados) que 

2m 2^ r 2 


L 


m 



sE 


.i=l 


m+l) 




= 2"* • = 2"*+i£("*+i) = L^+i. 


□ 


En virtud del axioma del supremo, se sigue de la proposicion anterior que la sucesion 
{Ljn} es convergente, dado lo cual definimos la longitud del arco AB como 

|AB| := lim Lm- 

m—)-oo 


1.3. Definicion del area de S{A,B) a partir de poligonales 

Nos enfrentamos ahora a la mision de definir el area de S{A^B). Antes de continuar 
aclararemos que, en adelante, usaremos la notacion | • | para representar tanto areas como 
longitudes, debiendo el lector realizar la interpretacion correcta dependiendo del contexto. 
Por ejemplo, al hablar de |AOPQ| nos referimos al area del triangulo con vertices O, P y 
Q, mientras que por \PQ\ nos referimos a la longitud del segmento PQ. 

Aunque el objetivo de definir el area de una figura parece intuitivamente sencillo, defi¬ 
nir rigurosamente la medida de un subconjunto de es una tarea que requiere de un 
trabajo minucioso, y corresponde a un objetivo de la teoria de la medida. Como no es 
nuestro proposito entrar en los detalles que esta teorfa aborda (el lector interesado puede 
consultar, por ejemplo, [21 capftulos 1 y 2]), solo mencionaremos que hay ciertos subcon- 
juntos de que no se pueden medir (no se les puede asignar un area), y por lo tanto 
necesitamos criterios que nos permitan decidir cuando un conjunto dado es medible. De 
acuerdo a esto, tomaremos las siguientes premisas como punto de partida: 

■ Los polfgonos en son medibles, y el area de cualquier polfgono es un real no 

negativo; asumiremos que el area de un triangulo cualquiera viene dada por la clasica 
expresion y HJfc=i ^kl = ^k=i cuando {Sk}^^i es una familia de 

polfgonos disjuntos en M?. 

■ Si un conjunto S' C es tal que para cualquier 6: > 0 existen dos polfgonos E y E' 
en verificando 

EcScE' y |E'|-I^l<^. 

entonces S es medible y su area puede definirse como el fnfimo de las areas de los 
polfgonos que lo contienen. 
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De acuerdo a esto, antes de definir el area de S{A^ B) necesitamos probar que esta region es 
medible. Ahora bien, probar esto ultimo en terminos de las premisas de arriba se traduce 
en tomar S — S{A^ B) y luego hallar dos poligonos S y S' que verifiquen las hipotesis de 
la segunda premisa. Para lograr esto usaremos el procedimiento descrito al comienzo de 
esta subseccion de la siguiente manera. 

En la m-esima iteracion de nuestro procedimiento de obtencion de puntos y poligona- 
les, definamos como el poligono de vertices OP 0 P 1 P 2 ... P 2 ^> Este esta contenido en 

S{A^B) y consiste en la union disjunta de los triangulos Ti de la Proposicion 1 para 

2'm 2^ 

1 < i < 2 ^, es decir, T^. Ademas se tiene que |S^| = |r^|. 

i=l i=l 

Ahora (usaremos notacion nueva con el linico fin de definir un polfgono exterior; olvidarse 
de los siguientes elementos despues no supondra problemas), para cada i G {1,... ,2^^} 
sea Mi un punto en C tal que \Pi-iMi\ = y sea 7 ^ la recta tangente a C en Mi. 

Sean ahora Pl_i y P[ los puntos de interseccion de 7 ^ con las prolongaciones de las rectas 
OPi-i y OPi respectivamente. 



Figura 9: Vertices para un polfgono exterior. 


Si escribimos = T/, entonces definimos := De manera analoga a 

el polfgono contiene a S{A^ B) (el Lema 1 asegura que el arco con extremos Pi-i y Pi 

2m 

queda por debajo del segmento y ademas por construccion |S(^| = EKI- 

1=1 


Lo primero que observamos es que C S{A^B) C para todo m G N, es decir, 
se cumple una de las hipotesis de la segunda premisa. Ahora solamente falta hallar algiin 
mo tal que — |E^q| < 6: para cualquier 6: > 0 dado con anterioridad. 


Proposicion 3. Sean y las magnitudes deseritas al eomienzo de esta sub 

seeeion. Dado 6 : > 0 existe mo G N tal que si m > mo entonees 

1 ^ 2e{h^^^f 




< 1 + 


^( 0 ) 


(4) 


Nota: El rol del termino — ^ se reduce a representar una magnitud arbitraria- 
mente pequeha; no escribimos s por motivos casi esteticos que veremos despues de la 
demostracion. 
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Demostracion. Gracias a las primeras reflexiones de esta subseccion, sabemos que < 

I 

1 


para cada m € N. Como sigue del teorema del sandwich que 


£{m) rn^ 


0 , luego 


V2' 

m—)-oo 


1 


(iw)- 


1 gracias a la aritmetica de limites. Por definicion 


2e(h^^^Y 

de convergencia, dado que — ^ es positive, debe existir uiq G N tal que 


2 e (hW)' 


< 


1 - 


1 2e(hm^ ^ 

- K < 1 H--, Vm > mo. 

£(o) 


□ 


Sea s > 0 arbitrario y sea mo el natural de la proposicion anterior. Afirmamos que 
IS^I — \Tim\ < £ siempre que m > mo- En efecto, al calcular |T^| tomando la altura en O 
y \T-\ como al final de la demostracion de la Proposicion 1, vemos que 


is;„i - 


2m 


2m 


2m 


EKi-Eir.i = E 


£(m) 

2 h(™) 


E 

i=l 


2 


2m£(m) 

2 /iM 2 


= 1. 

—Lm 


< 




= I ■ 


' 

+ im 




- 1 


desigualdad 0 

Como vimos en la desigualdad (§, < y ademas = 

lo tanto 




2 e^_ 

m 


(MO))" 

1 ^( 0 ) 

2 ■ (/,( 0))2 


fW]‘ 


< 1, por 


2 ^ (/i( 0 )) 

^( 0 ) 
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Todo esto prueba que basta elegir cualquier m mayor que mo para asegurar que |E^| — 
|E^| < de modo que existe un par de poligonos verificando lo que querfamos (de hecho, 
existen infinitos de ellos). La conclusion consiguiente es que el sector S{A^B) es medible, 
lo que nos da la licencia de definir su area como el mfimo de las areas de los poligonos que 
lo contienen: 


\S{A^B)\ := mf{|E| : E es un poligono que contiene a S{A^B)}. 

Para concluir esta seccion probaremos la relacion que nos permitira demostrar la con- 
tinuidad de la funcion arc sen. 

Teorema 2. Dados A^B ^ C, se tiene que 

\AB\ = 2\S{A,B)\. 
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Demostracion. La Proposicion 1 nos dice que £i 


< 


2|Ur.| 


< 


2 IT, 


ext 


iiO) 


. ^ mm hi mm hi h^^'i mm hi 

^—1 l<i<n l<i<n l<i<n 

Sea uiQ el natural usado anteriormente y sea m > mo un natural cualquiera. Si considera- 
mos las iteraciones mo y m de nuestro procedimiento, tendremos (entre otras cosas) dos 
colecciones de triangulos, una compuesta por 2^ triangulos interiores que dan forma a 
y otra compuesta por 2^^° triangulos Tj exteriores que dan forma a Llamemos 
Text a cualquiera de los triangulos de esta ultima coleccion, y llamemos Ti al i-esimo de 


los 2^ ^0 triangulos de la primera coleccion que estan contenidos en T, 


ext' 


Pj-i 



Figura 10: Triangulos interiores Ti contenidos en Text- 


Como ya explicamos en la demostracion de la Proposicion 2, tenemos hi — h 2 — ... — 
/i 2 m-mo = = mm hi^ j ii = por lo tanto la cadena de desigualdades 

anterior, aplicada a n = y tomando y himo) lugar de y puede 

reescribirse como sigue: 

< 2 |Ur,| 2^ ^ 

~ /iM ~ /iM /2 ,(^o)/2 ,M‘ 

Sumando estas desigualdades a lo largo a todos los 2^^° triangulos Tj (y notando que todas 
las cantidades involucradas no dependen del mdice del triangulo Tj), obtenemos 

oil I ml 9lm I 

c^rriQ e^m—mo p{m) ^ r^rriQ ^ lU ^^1 ^ omo ^ I ^ ^xt \ ^ ^ _ 

- h^rn) - ^ ■ h{m) “ /^(mo)/^(m) 


Lm ^ 2 


De aqui se desprenden dos cosas: 




< 2 


\K 


mo I 


^mo 


him) h^mo)hiPP)' 


■ Como la Proposicion 3 asegura que 


1 

/i(^) 


sigue de la primera desigualdad que 



< 



2e {hi^f 

m ’ 


se 
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(5) 


Lm. ^ 2 |X 1 ^ 



2e (/i(o))^ 


■ La igualdad dice que 21 
por lo tanto 


, y sabemos ademas que ^—r 

h^rno) ’ ^ /^(mo) 



2 e (/i(o)^ 
£( 0 ) ’ 


I < LmQ 


2 e (/i(o))^ 


1 + 


£( 0 ) 


( 6 ) 


El hecho de que C S{A^ B) garantiza que para cualquier poligono E' conteniendo 
a S{A^B) se tiene |E^| < |E'|, de mode que 


l^ml < mf{|S'| : S' es poligono que contiene a S{A^B)^ = \S{A^B)\^ 
lo cual puede aplicarse en la relacion Q para establecer que 


Lm ^ 


, , ,, I 2e (hio)f 

2\S{A,B)\^1 + ^^. 


(7) 


Por otra parte, \S{A^ B) \ = mf {|E'| : E' es poligono que contiene a S{A^ B)} es me- 
nor o igual que jE^^j porque E^^ contiene a S{A^ B). Aplicando esto en la relacion 
vemos que 


2\S{A,B)\ < 

Uniendo lo obtenido en 0 y Q podemos escribir lo siguiente: 


( 8 ) 


Lm. ^ 


2|S(^, b)\^iA-A^ < [l + 


Recordando que la sucesion {Lm} es creciente y lim Lm — AB , result a claro que 

m—^►oo 

v 2 \ / ^ 


^mo 


2 ^ 


0) 


Lm, 'Ll 


< |AB| 1 + 


2 ^ 


<(») 


, lo que permite concluir que 


, , ,, I 2e (h(^)y 


<|AB| 


m ] • 


Como esto vale para todo m > mo, las desigualdades deben mantenerse en el limite 
cuando m ^ oc, es decir, 


|AB|< 
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Hemos llegado a una relacion que solo depende de 6: (recordemos que A y B son 
fijos), y que es valida para cada 6: > 0, de modo que las desigualdades perduran 
cuando s ^ 0^. Esto ultimo nos lleva a concluir que |AB| < 2\S{A^B)\ < |AB|, lo 
cual solo es posible si 

|AB| = 2|5(A,S)|. 


□ 


2. Existencia de sen(a:) para x G [O, |] arbitrario 

Con el result ado del teorema anterior bajo la manga nos enfocaremos ahora en lo que 
nos motivo a realizar este trabajo. 

Definicion 1. Sea C el euarto de eireunfereneia usado en la seeeion anterior, y sean 
Q = (1,0) eY — (y^l — y). Para eada y G [0,1] definimos 

arcsen(?/) := 

Esta definicion, a diferencia de la definicion que se da para sen(x), responde de manera 
inmediata a la interrogante que planteamos en el resumen de este trabajo: sin importar el 
real y entre 0 y 1 elegido, el valor arcsen(y) estara siempre bien definido. 

Nuestro objetivo consiste en mostrar que esta funcion es continua, y que por lo tanto 
satisface la propiedad del valor intermedio; esto ultimo, sumado a la monotonfa de arc sen 
(que demostraremos mas adelante), permitira garantizar la existencia de sen(x) bajo su 
definicion usual para cualquier valor de x G [O, |]. En concreto, queremos probar que para 
cualquier ^ [0,1] se cumple que Ifm | arcsen(^) — arcsen(yo)| = 0. 

Dado que se trata de una funcion no algebraica, lograr el vfnculo entre las magnitudes 
\y ~ y^\ y I arcsen(^) — arcsen(?/o)| resulta ser una tarea delicada. El teorema mostrado 
al final de la seeeion anterior juega un papel fundamental en este punto, ya que permite 
vincular arcsen(^) con una magnitud mas docil al momento de probar continuidad. Sin 
hablar mas, definamos g{y) := \S{Y,Q)\, y notemos que arcsen(^) = 2g{y) para cada 
y G [0,1], de modo que arc sen es una funcion continua si y solo si g lo es. 

Proposicion 4. La funeion ^ : [0,1] ^ M definida arriba es eontinua. 

Demostraeion. Sea ^ [0,1] arbitrario y sea Yq A punto en C de coordenadas {xo,yo) = 
(yi - yo,yo )-Para cada y ^ yo, y G [0,1], seaF = {x,y) = (y/l - y^, y) y sea Z ^ 7in72, 
siendo 71 la recta tangente a C en Yq y 72 la recta que pasa por OY, como se muestra en 
la Fignra[TT| 

El area del sector circular S{Y, Yq), que viene dada por \g{y) — ^(2/o)| (al final de la seeeion 
3 daremos una justificacion para la aditividad del area de sectores circulares), es menor o 
igual que el area del triangulo AZOYq para todo y (consecuencia de la definicion de area 
que dimos y del Lema 1), de modo que intentaremos probar que |AZOYo| ^ 0 cuando 
y ^ y^ para concluir que \g{y) — g{y{)) \ 0 cuando y ^o- 

El hecho de que |AZOYb| tiende a cero se sigue del hecho de que \ZY^\ tiende a cero 


I YQ\, siy > 0 
0, si y 
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Figura 11: Continuidad de g. 


cuando y y^. En efecto, si denotamos por {u^v) al vector como 

producto punto entre ambos vectores debe ser igual a cero, es decir, 


± ^ el 


ux^ + vy^ = 0. (9) 

Por otra parte, si denotamos por Y' y Z' 3. las proyecciones de los puntos Y y Z sobre el eje 
X, respectivamente, podemos aplicar el Teorema de Thales sobre los triangulos AYOY' 
y AZOZ' (Figura [T^ para obtener 


xo-\-u _ yo-\-v 
X y 


( 10 ) 



Figura 12: Teorema de Thales sobre AYOY y AZOZ'. 


Todo esto permite hallar explicitamente cuyas coordenadas son la solucion (?i, v) al 
sistema formado por las ecuaciones 


= {u,v) = 


yo 


xxo + yyo 


{xyo - xoy), 


-xq 


xxq + yyo 


(a;yo - xoy) . 
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Como X = — y‘^ _ y‘2 = ^o, el resultado es el que queriamos: 

(n, v) J xqVq - Xoyo), 2 2 i^oyo - Xoyo) ) = (0,0). 

\^o + m x^o + Vo J 

Como dijimos en un comienzo, se verifica que 0 < \g{y)—g{yo)\ < \AZOYo\^ lo que permite 
obtener la continuidad de g: 


lAZOrol 0 ^ \giy) - p(yo)| 0. 


□ 

Observacion: Si bien la Figura [TT] ilustra el caso y > yo, los argumentos son completa- 
mente analogos (y validos) para y < y^). 

Se sigue directamente de la relacion arcsen(^) = 2g{y) y de las propiedades aritmeti- 
cas de los limites que la funcion arc sen debe ser continua. Como dijimos en un comienzo, 
esto y el teorema del valor intermedio garantizan que para cada x G [O, |]|^existe al me- 
nos un ^ G [0,1] tal que arcsen(?/) = x. Sin embargo esto no es suficiente; si queremos 
definir sen(x) como el linico valor de ^ G [0,1] tal que arcsen(^) = x, debemos probar 
precisamente aquello que acabamos de decir: tal valor de y es linico. 

Esto no es dificil de probar si observamos que, dados a^b ^ [0,1], se tiene que arcsen(a) ^ 
arcsen(6) si y solo si g{a) ^ g{b)^ de modo que basta verificar la inyectividad de g para 
concluir la de arc sen. Afortunadamente, la funcion g es estrictamente creciente gracias a 
nuestras premisas acerca de la medida de poligonos. 

En efecto, scan a, 6 G [0,1] tales que a > 6, y sea E' un poKgono cualquiera con- 
teniendo al sector S'(P(a),(5), para Q = (1,0). Trazando una recta por OP{b) nota- 
mos que E' puede escribirse como la union disjunta de dos poligonos E'^^ y E^, donde 
Si := S{P{a),P{b)) C E; y ^2 := S{P{b),Q) C E'2. En la Figura 
posible poligono E' y los dos poligonos E'^ y E2 asociados. 

La definicion que dimos del area de un sector circular nos asegura que 

|5i| + |52|<|e;| + |E'2| = |E'|. 

Como E' es arbitrario, la desigualdad anterior se mantiene al tomar el mfimo sobre todos 
los posibles valores de |E'|, de modo que 

\Si\Y\S 2 \<\S{P{a),Q)\=g{a). 

Notando que \Si \ + |*S2| > 1521 = g{b) {AP{a)OP{b) esta contenido en cualquier poligono 
que contiene a 5i y \P{a)OP{b)\ > 0, luego Si = mf{|E| : 5i C E,E poligono} > 0) 

^En un sentido estricto, aun no sabemos que la longitud de arco x pertenezca al intervalo [O, f ] ya 
que, hasta ahora, solo podemos describir la longitud de C como el limite (apenas sabemos que existe) 
de una sucesion. Este asunto pasa por entender que represent a tt. Historicamente, tt se ha definido (en 
realidad, de manera equivalente a lo que describiremos) como la longitud de un arco extendido en una 
circunferencia unit aria; en un paso intelectual propio, podemos aplicar el procedimiento de la subseccion 
1.2 a la semicircunferencia que descansa en los cuadrantes I y //, en lugar de aplicarlo solo a C, y luego 
definir tt como el limite de la sucesion de longitudes de las poligonales correpondientes. Como mostraremos 
al final del documento, las longitudes de arcos de circunferencia son aditivas, lo cual permite decir, junto 
con nuestra definicion de tt, que la longitud del arco que va de (1,0) a (0,1) es exactamente igual a la 
mitad de la longitud del arco extendido, esto es, |. 
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mostramos un 
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Figura 13: Un poligono exterior arbitrario. 

concluimos que g{b) < g{a)^ lo que implica la inyectividad de g^ y por lo tanto tambien la 
de arc sen. Todo esto permite decir que, dado x G [O, |], existe un linico y G [0,1] tal que 
arcsen(^) = x, al cual podeuios denotar por sen(x). 

3. Unicidad de la definicion de longitud de arco 

Para definir la longitud del arco AB hemos apostado nuestras fichas a la idea de que las 
poligonales que construimos se parecen (en un sentido intuitivo) mas al arco a medida que 
el mdice m aumenta. Razonablemente, alguien podria encontrar una sucesion distinta de 
poligonales que tambien cumpla la caracteristica anterior (por ejemplo, dividiendo el arco 
AB en tres arcos en lugar de dos, y luego repitiendo este proceso sobre cada uno de los 
arcos obtenidos), y luego definir |AB| en terminos de ella, lo que nos lleva de inmediato a 
la siguiente duda: ^Sera posible que |AB| tenga dos valores diferentes al definirse mediante 
dos sucesiones de poligonales distintas, a pesar de que ambas cumplan con parecerse mas y 
mas a AB? Nos gustaria poder decir que la respuesta a esta pregunta es “no, la longitud de 
AB no depende de la sucesion de poligonales elegida”, pero para ello necesitamos aclarar 
algo: ^Que significa en concreto que una sucesion este formada por poligonales que se 
parecen mas y mas al arco AB? Decidiremos que una poligonal se parece a AB cuando 
los segmentos de ella se “confunden” con el arco, es decir, cuando las longitudes de todos 
ellos son suficientemente pequenas (Lema 2 y Proposicion 3). La siguiente definicion nos 
permitira decir esto mismo con menos palabras. 

Definicion 2. Sea V — {Pq^ Pi, ^2, • • •, Pn} una coleccion finita ordenada de puntos (pun- 
tos Pi euyas ordenadas yi verifiean yi-i > yi^ \/i) en AB tales que P^ — A y P^ — B. 
Diremos que esta eoleeeion es una partieion de AB y definimos su norma por 

\\V\\ := max 

Definicion 3. Dada V = {Pq, Pi, • • •, Pn} una partieion de AB, diremos que una poligonal 
formada por n segmentos esta asoeiada a V si los vertiees de ella son puntos de V y si 
ademds el i-esimo segmento esta dado por Pi-iPi. 
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Observacion: Bajo estas definiciones, toda poligonal asociada a alguna particion de C 
tiene sus vertices en orden decreciente respecto de sus ordenadas. 


En virtud de la discusion anterior a las definiciones, consideraremos solamente sucesio- 
nes de poligonales que esten asociadas a sucesiones de particiones cuya norma tienda a 
cero. Es decir, si una sucesion de particiones {Vm} cumple que 

Ifm \\Vm\\=^, (11) 

m—)-oo 

entonces recien admitiremos a la sucesion de poligonales asociadas como un candidate 
para definir |AB|. El motive de exigir esto viene de que, si 5 > 0 es arbitrario y ||7^m|| < 
5, Vm > mo para algiin mo, entonces <5, Vi G {1,... ,m} para cada m > mo; 

esto no habla de otra cosa que el parecido que buscamos entre las poligonales y AB. 

Definicion 4. Sea V una particion de AB. Si Q es un conjunto finito de puntos en AB 
tal que V d Q, entonces diremos que Q es un refinamiento de V. 

Sean V y Q particiones de AB y denotemos por L(V) y L(Q) a las longitudes de 
las poligonales asociadas. Nuestro siguiente objetivo consiste en mostrar que \L{V) — 
L{Q)\ puede hacerse arbitrariamente pequeno, siempre que tanto \\V\\ como ||Q|| scan 
suficientemente pequenos. En ultima instancia, aplicando este resultado a la sucesion de 
particiones que dan origen a las poligonales de la subseccion 1.2, y a otra sucesion {Qm} 
cualquiera verificando la condicion 0, concluiremos que 

donde {Lm} es la sucesion usada en las paginas anteriores. 


La siguiente proposicion nos ayudara a lograr lo anterior usando refinamientos comunes a 

VyQ. 

Proposicion 5. Si V es una particion cualquiera de AB y V' es un refinamiento de V, 
entonces 

* i-vr 

siendo y las magnitudes usadas en las secciones anteriores. 

Demostracion. Lo primero que debemos hacer es notar que la relacion 0 es valida para 
la longitud de cualquier poligonal con vertices en C, y no solamente para las que usamos 
en la subseccion 1.2. En efecto, scan Ry S puntos en C y scan y las longitudes de 
la base y la altura en O del triangulo AROS. Dada cualquier poligonal de n segmentos 
uniendo R y S con vertices en RS, la Proposicion 1 dice, usando la misma notacion, que 



i=l 


iiO) 

/l(0) mm hi 

l<i<n 


Como vimos al probar la Proposicion 2, se cumple que < mm hi 

l<i<n 

mm hi^ y por lo tanto 

l<i<n 


E«i< 

i=l 


£( 0 ) 

Jmf' 



< 


( 12 ) 
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Volviendo a lo principal, escribamos V — {Pq^ Pi, , P^}, y scan ii y hi las magnitudes de 
la base y la altura en O, respectivamente, del triangulo AP^_iOP^ (como en la Proposicion 
1 ). Como P' es un refinamiento, cada punto de V coincide con algiin punto de P', de modo 
que por cada segmento P^_iP^ de la poligonal asociada a P hay uno o mas segmentos de 
la poligonal asociada a P' (para cada z, hay una porcion de la poligonal proveniente de P' 
que una Pi-i con Pi). Sea entonces Si la longitud de la porcion de poligonal asociada P' 
que le corresponde a P^_iP^. 


A1 aplicar la relacion ( 12 ) sobre esta porcion obtenemos que Si < 7 ^, lo que implica 
que 

n 0 

i=l i=l 


Observando con cuidado podemos notar que el miembro de la izquierda corresponde a 
L(P'). Ademas J2^i ^ Si gracias a la primera desigualdad de la Proposicion 1, por lo 
tanto 


\L{r')-L{r)\ = J2s^-J2^^<Yl 


i=l 


i=l 


i=l 


h? ’ 




i=l 




Para llegar a algo que dependa exclusivamente de ||P|| (despues de todo, esto es lo que 
queremos) notemos que 






Wvf 

A-\\v\r 


donde la primera desigualdad es cierta por definicion, y la implicancia descansa en el hecho 
de que || 7 ^|| < \/2 (la particion mas gruesa posible se obtiene al tomar solamente los puntos 

A y B, estando ambos a distancia menor o igual que \/2), y por lo tanto (^^^ < 1, de 
donde se sigue que 1 — es positive. 


Usando este resultado nos acercamos a lo que queremos: 



4-||iPp 


L{V)- 


W'Pf 

4-\\vr 


donde podemos aplicar una vez mas la relacion ( 12 ) para concluir que 


\LiV')-LiV)\< 


iio) 

{hWf 


4-rP' 


□ 

El hecho de que la expresion de la derecha tiende a cero cuando ||P|| lo hace nos permi- 
te responder la pregunta inicial de esta seccion de la siguiente manera. Sean {Vm} y {Qm} 
dos sucesiones de particiones de C verificando la ecuacion jd_ Para cada m definamos TZjn 
como la particion obtenida al unir los puntos de las dos anteriores; TZm es claramente un 
refinamiento de ambas. 
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Sea e > 0 arbitrario. Escribiendo fix) = -^ la aritmetica de h'mites in- 

^ ^ (/i(0))2 4-x2’ 


dica que f{x) 0, por lo tanto existe 5 > 0 tal que si |x| < 5 entonces f{x) < 


Dado que las normas de Vm y Qm tienden a cero, existe un mo tal que \\Vm\\ < ^ y 

s 

IIQmll < ^ para m > mo, por lo tanto /(||'Pm||),/(||Qm||) < ^ para estos valores de m. 
Usando esto y la Proposicion 5 concluimos que 


\LiVm) - LiQ^)\ = \LiV^) - LiUm) + Lin^) - L(Q^)| 

< \LiV^) - L{n^)\ + |L(7^^) - L{Q^)\ 

</(ll^mll)+ /(||Qm||) < |, Vm>mo 

En el procedimiento de la subseccion 1.2, la norma de la m-esima particion es menor o 
igual que para todo m, por lo tanto tiende a cero cuando m tiende a infinito. Asi, si Vm 
es tal particion (teniendose entonces que L(Vm) — Lm) y {Qm} es una sucesion cualquiera 
de particiones con norma tendiendo a cero, podemos concluir que lim L{Qm) — lim 

m—)-oo m—)-oo 

En efecto, por la convergencia de Lm existe N tal que |L^ — lim Lm\ < sj2 cuando m > N. 
Ademas por el resultado de arriba hay algiin M tal que \L{Qm) — Lm\ < ^/2 cuando 
m > M, de modo que 


hmZ/TT^I ^ |A(^ 777 ,) Lm \ ~\~ \Lm hm Z/ 772 1 ^ Vm ^ maxj^Af, 

lo que prueba que la sucesion de longitudes {L{Qm)} converge y su limite es igual a 
lim Lm- 

m—)-oo 

En resumen, hemos probado que si 

1* {Qm} es una sucesion de particiones de AB tal que \\Qm\\ 0, 

2. a cada particion Qm asociamos una poligonal ordenada y llamamos L{Qm) a la 
longitud de esta, 

3. definimos |AB| := lim L(Q^), 

m—)-oo 

entonces la magnitud |AB| asi definida es necesariamente igual a aquella definida en la 
seccion 1.2, a saber, lim Lm- Esto muestra que la relacion |AB| = 2\S{A^B)\ se verifica 

m—)-oo 

aiin cuando |AB| se define mediante Qm- 


Con esto hemos finalizado el trabajo que nos propusimos en un comienzo, pero antes 
de terminar queremos hacer una pequeha reflexion acerca de algo que quedo en el tintero. 
En el segundo parrafo de la demostracion de la Proposicion 4 afirmamos que el area del 
sector S{Y^ Yo) viene dada por \g{y) — g{yo)\^ es decir, asumimos que la suma de las areas 
de dos sectores circulares adyacentes es igual al area del sector circular mayor formado 
por ambos (asumimos que se verifica la aditividad para las areas de sectores circulares). Si 
bien este hecho podrfa demostrarse laboriosamente partiendo de la aditividad de las areas 
de polfgonos, queremos mostrar que tambien es una consecuencia de lo que ya probamos 
en esta seccion. 
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Para esto usaremos nuevamente el hecho de que |AB| = 2|*S(A,S)|, y probaremos que 
la aditividad se verifica para las longitudes de arcos de circunferencia. Una vez demostra- 
do esto ultimo, la aditividad de las areas sera una consecuencia directa de la relacion de 
proporcionalidad anterior. Antes de continuar, una vez mas, debemos adoptar un punto de 
partida; en este caso asumiremos que la aditividad de longitudes es valida para poligona- 
les, es decir, supondremos que la suma de las longitudes de dos poligonales que coinciden 
en uno de sus extremes es igual a la longitud de la poligonal mayor formada por ambas. 


Sean A, S en C y sea M cualquier punto en C entre Ay B. Sea {Vm} una sucesion de par- 
ticiones de AB verificando (fTTl), de modo que lim LiVm) — |AB|, y para cada m sea 'P* 

' ' m—)-oo 

la particion obtenida al incluir el punto M en Vm- La primera observacion que debemos 
hacer consiste en que la sucesion {V^} verifica (fTTl), y por lo tanto lim L{V^) = |AB|. 

' ' m—)-oo 

Lo siguiente consiste en notar que, para cada m, la particion V^ puede verse como la 
union de dos colecciones, una que da forma a una particion de AM, digamos y otra 
que forma una particion de MB, a la que podemos llamar VJ^. Claramente las sucesiones 
{2m} y l^ml tambien verifican ( fTTj ), por lo tanto las sucesiones de longitudes {L(Q5^)} 
y {L{TV^)} convergen a |AM| y |MB| respectivamente. Ademas nuestra premisa de arri- 
ba nos lleva directamente a la igualdad L{V^) = L(Q^) + L(P5^), valida para todo m 
natural, de donde se sigue que 


|AB| = Im L{V*J = lim iLiQ*J+Lin: 

m—)-oo m^oo 


,)) = Im L(Q: 

m—)-oo 


)+ Hm L{n*J = |AM|+|MB|. 

m—^-oo 


Como dijimos antes, esto garantiza la aditividad de las areas de sectores circulares. En 
efecto, si A, M, B son puntos de C con M entre A y P, tenemos que 

\S{A,B)\ = i|AB| = i(|AM| + |MB|) = \S{A,M)\ + \S{M,B)\. 
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